On the vanishing resistivity limit for the compressible MHD equations by 周圆松
学校编码：10384
学号：19020131152654
分类号 密级
UDC
硕 士 学 位 论 文
可压缩MHD方程的零磁扩散极限
On the vanishing resistivity limit for the compressible MHD
equations
周圆松
指导教师姓名： 张 剑 文 教授
专 业 名 称： 基 础 数 学
论文提交日期： 2 0 1 6 年 月
论文答辩时间： 2 0 1 6 年 月
学位授予日期： 2 0 1 6 年 月
答辩委员会主席：
评 阅 人：
2016年 月
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
Master Dissertation
On the vanishing resistivity limit for the
compressible MHD equations
Yuansong Zhou
Supervisor： Jianwen Zhang
Speciality： Pure Mathematics
Institution： School of Mathematical Sciences
Xiamen University
Xiamen, P.R. China
2016
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学学位论文原创性声明
本人呈交的学位论文是本人在导师指导下，独立完成的研究
成果。本人在论文写作中参考其他个人或集体已经发表的研究成
果，均在文中以适当方式明确标明，并符合法律规范和《厦门大
学研究生学术活动规范（试行）》。
另外，该学位论文为（ ）课题（组）的研
究成果，获得（ ）课题（组）经费或实验室的
资助，在（ ）实验室完成。（请在以上括号内
填写课题或课题组负责人或实验室名称，未有此项声明内容的，
可以不作特别声明。）
声明人（签名）：
年 月 日
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学学位论文著作权使用声明
本人同意厦门大学根据《中华人民共和国学位条例暂行实施
办法》等规定保留和使用此学位论文，并向主管部门或其指定机
构送交学位论文（包括纸质版和电子版），允许学位论文进入厦
门大学图书馆及其数据库被查阅、借阅。本人同意厦门大学将学
位论文加入全国博士、硕士学位论文共建单位数据库进行检索，
将学位论文的标题和摘要汇编出版，采用影印、缩印或者其它方
式合理复制学位论文。
　　本学位论文属于：
　　（ ）1.经厦门大学保密委员会审查核定的保密学位论文，
于　　年　　月　　日解密，解密后适用上述授权。
　　（ ）2.不保密，适用上述授权。
　　（请在以上相应括号内打“√”或填上相应内容。保密学位
论文应是已经厦门大学保密委员会审定过的学位论文，未经厦门
大学保密委员会审定的学位论文均为公开学位论文。此声明栏不
填写的，默认为公开学位论文，均适用上述授权。）
声明人（签名）：
年 月 日
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学硕士学位论文
可压缩MHD方程的零磁场扩散极限
摘 要
本文考虑一维柱对称可压缩 MHD方程在环形区域上的初边值问题.首先,
证明大初值整体强解的存在唯一性;其次,研究具有重要物理应用背景的零磁
扩散极限(或称“磁冻结”极限),给出了解的收敛速度,并由此得到零磁扩散
MHD方程的大初值整体适定性.
关键词：可压缩MHD方程;存在唯一性;零磁扩散极限;收敛速度.
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Master Dissertation of Xiamen University
On the vanishing resistivity limit for the
compressible MHD equations
ABSTRACT
This paper is concerned with an initial-boundary value problem of the one-
dimensional compressible isentropic MHD equations with cylindrical symmetry.
Firstly, the global well-posedness of strong solution with large date is established.
Secondly, the non-resistive limit is justified and the convergence rates are obtained.
As a by-product, the global well-posedness of the compressible non-resistive MHD
equations with large data is also proved.
Key Words: compressible MHD equations; existence and uniqueness ; initial-
boundary value problem; non-resistive limit; convergence rates.
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第一章 绪 论
众所周知, MHD方程是流体力学中重要的方程,一直是数学和流体力学研
究的前沿热点问题.本文主要研究可压缩 MHD方程在有磁场扩散系数和零磁
扩散的不同情况下的可解性,以及零磁扩散的极限.流体的三维的可压缩等熵
MHD方程具有以下形式参考文献 ([3, 13, 14]):8>>>><>>>>:
t + div(u) = 0;
(u)t + div(u
 u) +rP = u+ (+ 0)rdivu+ (r B) B;
Bt  r (u B) =  r (5 B); divB = 0:
(1.1)
其中 x 2 R3和 t > 0.这里的未知量 ; u 2 R3; P , B 2 R3分别表示流体的
密度,速度,压力和磁场.  , 0是粘性系数,满足:
 > 0; 30 + 2  0; (1.2)
常数  > 0是电阻系数(磁雷诺数),也可认为是磁场扩散系数.压强 P()通常
是(所谓的 -律):
P() , A; A > 0;  > 1: (1.3)
由于MHD的物理背景重要性和数学上的困难,引来许多物理学家和数学家
对MHD方程进行研究,并得到了很多有价值有意义的结果.例如参考文献 ([3–
5, 7, 8, 10, 13–15, 17, 19]). 以上方程如果去掉磁场 B就是经典的 Navier-Stokes
方程.关于 Navier-Stokes方程的一些经典结论,可以参考文献 ([6, 11, 12, 16]).
方程 (1.1)和 (1.3)描述的是可压(等熵)的带电流体在磁场中的整体运动.更
多具体的物理背景和应用,可以参考文献 ( [4, 5, 7, 8, 15]),由于多维方程的结构
复杂性,本文研究以下一维的简单方程,这个方程由 (1.1)经过变换而来,具体变
– 1 –
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化过程,可以参考文献 ([1, 2, 9, 10]).8>>>><>>>>:
t + (u)x + ux = 0;
(ut + uux) = (ux + ux)x   Px   (BBx + B
2
x );
Bt + (uB)x = (Bx + Bx )x:
(1.4)
这里的压强 P()满足 -律 (1.3)并且  = 2+ 0.本文主要研究方程 (1.4)的初
边值问题,其初边值条件如下:8>>>><>>>>:
(; u;B)(x; 0) = (0; u0; B0)(x); x 2 [a; b];
u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0;
B(a; t) = B1(t) ; B(b; t) = B2(t); t > 0:
(1.5)
inf
axb
0(x; 0) > 0; (0; B0) 2 H1; u0 2 H10 ; (B1; B2) 2 C1([0; T ]): (1.6)
为了研究以上问题,我们先研究更特殊的方程的类似问题,即  = 0.
8>>>><>>>>:
t + (u)x + ux = 0;
(ut + uux) = (ux + ux)x   Px   (BBx + B
2
x );
Bt + (uB)x = 0:
(1.7)
其类似初边值条件为:8><>:(; u;B)(x; 0) = (0; u0; B0)(x); x 2 [a; b];u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0: (1.8)
inf
axb
0(x; 0) > 0; (0; B0) 2 H1; u0 2 H10 \H2: (1.9)
我们得到的第一个结论为:
定理 1.1: 假设方程 (1.7) 具有 (1.8) 和 (1.9) 的初边值条件, 那么对任意的 0 <
T <1 ,这样的一个初边值问题在[a; b] [0; T )上存在唯一的全局强解 (; u;B),
– 2 –
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第一章 绪 论
且满足:
0 < C 1  (x; t)  C <1; 8(x; t) 2 [a; b] [0; T ): (1.10)
对某个正常数 C 成立,并且:8><>:(;B) 2 L
1(0; T ;H1); (t; Bt) 2 L1(0; T ;L2);
u 2 L1(0; T ;H10 \H2); ut 2 L1(0; T ;L2) \ L2(0; T ;H1):
(1.11)
在第三章中,主要研究方程 (1.4)关于 的全局一致估计,并给出 趋于 0的
极限.此即以下的定理:
定理 1.2: (i)假设方程 (1.4) 具有 (1.5) 和 (1.6) 的初边值条件, 那么对任意的
0 < T < 1 这样的一个初边值问题在[a; b]  [0; T ); 上存在唯一的全局强解
(; u;B),并且满足:
0 < C 1  (x; t)  C <1; 8(x; t) 2 [0; 1] [0; T ): (1.12)
且
sup
0t<T
(kux(t)k2L2 + ku(t)k2L2 + kB(t)k4L4 + kBx(t)k2L2)
+
Z T
0
(k1=2 _uk2L2 + kBk6L6 + kBBxk2L2 + 2kBxxk2L2)dt  C: (1.13)
其中 C 是与  无关的正常数.
(ii)假设 ( ; u ; B) 和 (; u;B) 分别是方程 (1.4), (1.5), (1.6) 和方程 (1.7),
(1.8), (1.9)在 [a,b] [0,T)上的光滑解,那么,
8><>:(
 ; u ; B)! (; u;B) 强收敛于 L1(0; T ;L2);
Bx ! 0; ux ! ux 强收敛于 L2(0; T ;L2);
(1.14)
并且存在一个与  无关的正常数 C,使得对任意的  2 (0; 1)有,
sup
0t<T
(k k2L2+kB Bk2L2+ku uk2L2)(t)+
Z T
0
k(u u)xk2L2  C1=2: (1.15)
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第二章 定理 1.1的证明
为了证明定理 1.1,先对方程 (1.7)进行先验估计.为简便起见,令 C 是一般
正常数,只依赖于; A; ; T;和初值 (0; u0; B0)(x)的范数.
引理 2.1: 令 (; u;B)是方程 (1.7) (1.8) (1.9)在 [a; b] [0; T )上的光滑解.那么对
任意的 0  t < T;有
0 <
Z b
a
x(x; t)dx =
Z b
a
x0(x)dx <1; (2.1)
且 Z b
a
x(
1
2
u2 +
1
2
B2 +
A
   1
)(x; t)dx+ 
Z t
0
Z b
a
xu2x +
u2
x
dxds
=
Z b
a
x(
1
2
0u
2
0 +
1
2
B20 +
A
   1

0)(x)dx  C: (2.2)
证明. 在方程 (1:7)1两端乘以 x,得到 (x)t + (xu)x = 0,易得 (2:1).
然后在方程 (1:7)2两端乘以 xu,以及在方程 (1:7)3两端乘以 xB分别从 a到
b积分,得到:
d
dt
Z b
a
x(
1
2
u2 +
1
2
B2 +
A
   1
)(x; t)dx+ 
Z b
a
xu2x +
u2
x
dx = 0: (2.3)
引理 2.1得证. 
密度的上界可以用文献 ([5, 18])类似的方法得到.
引理 2.2: 令 (; u;B)是方程 (1.7), (1.8), (1.9)在 [a; b] [0; T )上的光滑解. 那么,
0  (x; t)  C <1; 8(x; t) 2 [a; b] [0; T ): (2.4)
证明. 密度的非负性 (即   0)根据特征方法和 0 > 0的事实即得.
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第二章 定理 1.1的证明
接下来,为了完成密度上界的证明.方程 (1:7)2可以写成
(u)t = (ux +
u
x
)x   Px   (BBx + B
2
x
)  (u2)x   u
2
x
: (2.5)
然后定义  
 (x; t) ,
Z t
0
[((ux+
u
x
) u2 P() B
2
2
)(x; s) 
Z x
a
(
B2

+
u2

)d]ds+
Z x
a
(0u0)()d:
(2.6)
显然,根据方程 (1:7)2有:
 x = u;  t = (ux+
u
x
) u2 P() B
2
2
 
Z x
a
(
B2

+
u2

)d;  jt=0 =
Z x
a
(0u0)()d:
(2.7)
由于引理 2.1和 Cauchy-Schwarz不等式,
j
Z b
a
 (x; t)dxj  C ; k xkL1(0;T ;L1)  C;
由此得到
k kL1(0;T ;L1)  j
Z b
a
 (x; t)dxj+ k xkL1(0;T ;L1)  C; (2.8)
令 Dt , @t + u@x为物质导数并设
(x; t) , expf (x; t)

g: (2.9)
那么由直接计算可以得到,
Dt() = @t() + u@x() =  1


P() +
B2
2
+
Z x
a
(
B2

+
u2

)d

()  0;
由此可见,
k()(t)kL1  k()(0)kL1  C:
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结合事实 C 1  (x; t)  C,就得到 (2:4).而 的有界性从其定义以及  的有
界性可以得到.至此,引理2.2证明结束. 
继续,令“_”为物质导数 _f = ft + ufx并且定义 F 如下:
F(x,t) , (ux   P()  B
2
2
)(x; t): (2.10)
由方程 (1:7)2容易看出
Fx =  _u+
B2
x
  (u
x
)x: (2.11)
定义 F 之后,就可以对方程 (1.7)继续进行估计.
引理 2.3: 令 (; u;B)是方程 (1.7), (1.8), (1.9)在 [a; b] [0; T )上的解, F 和“_”
如上所定义,那么对任意的 0  t  T ,

2
d
dt
(kuxk2L2 + kuk2L2) + k1=2 _uk2L2 
d
dt
Z b
a
x(P() +
B2
2
)ux
+(P()  B
2
2
)udx+ C1(kFk3L3 + kBk6L6) + C: (2.12)
证明. 在方程 (1:7)2两端乘以 x _u,由分部积分可以得到Z b
a
x _u2dx = 
Z b
a
x(ux +
u
x
)x(ut + uux)dx 
Z b
a
xP()x(ut + uux)dx
 
Z b
a
x(BBx +
B2
x
)(ut + uux)dx;
上述方程右端的第一项可以如下估计:

Z b
a
x(ux +
u
x
)x(ut + uux)dx =  
2
d
dt
Z b
a
(xu2x +
u2
x
)dx
 
2
Z b
a
xu3xdx+

2
Z b
a
uu2xdx  
Z b
a
u2ux
x
dx; (2.13)
由于方程 (1:7)1 ,下式成立
P()t + uP()x + P()ux +
P()u
x
= 0; P() = A: (2.14)
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